9 класс
1. Линейные уравнения с параметром
Если в уравнении один или несколько коэффициентов заменены буквой и поставлен вопрос, ответ на который зависит от значения этой буквы, то эту букву называют параметром — от греч. parametron — отмеривающий. 
Пример 1. а) При каком значении параметра a уравнение 
	аx – 1 = x + а.						(1)
имеет корень 5?
б) Решим уравнение (1) для каждого значения параметра а.
Решение. а) Подставим x0 = 5 в уравнение (1), получим линейное уравнение относительно a: 
	5а – 1 = 5 + а,
имеющее единственный корень a = 1,5. Нетрудно убедиться, что при a = 1,5 уравнение (1) действительно имеет корень x0 = 5.
б) Чтобы решить уравнение (2) для каждого значения параметра, надо действовать так, как если бы a было известным числом. 
Перенесём слагаемые с x в левую часть уравнения, без x — в правую:
	аx – x = а + 1,				
	(а – 1)x = а + 1.						(2)
Если а = 1, то уравнение (2) имеет вид 0x = 2, оно не имеет корней.

Если а  1, то уравнение (2) имеет единственный корень x0 = .


Ответ. а) При a = 1,5; б) нет корней при а = 1; x0 =  при а  1.
Пример 2. При каждом значении параметра а решим уравнение 
	ах – 6 = 2а – 3х.						(3)
Решение. Перепишем уравнение (3) в виде 
(а + 3)х = 2(а + 3). 
Если а = –3, то любое действительное число х (х ∈ R) является корнем уравнения (3). 

Если а  –3, то уравнение (3) имеет единственный корень х0 = 2.

Ответ. х ∈ R при а = –3; х0 = 2 при а  –3.
Пример 3. При каком значении параметра а уравнение 
	а(х – 1) = 2х + 5						(4)
не имеет корней?
Решение. Перепишем уравнение (4) в виде
	(а – 2)х = а + 5.						(5)
Если а = 2, то уравнение (5) имеет вид 0x = 7, поэтому оно, а значит и равносильное ему уравнение (4) не имеют корней.
При а  2 уравнения (5) и (4) имеют корень.
Ответ. При а = 2.
Пример 4. Найдём значение параметра а, при котором число 7 является единственным корнем уравнения 
			х – 7 = ах – 7а2.								(6)
Решение. Перепишем уравнение (6) в виде
	х(а – 1) = 7(а – 1)(а + 1).						(7)

При а = 1 корнем уравнения (7) является любое число, т. е. число 7 не является единственным корнем уравнения. Поэтому а  1. Но тогда это уравнение имеет единственный корень х0 = 7(а + 1). Условие задачи будет выполнено, если этот единственный корень есть число 7:
7 = 7(а + 1),
то есть при а = 0.
Ответ. а = 0.

1. При каждом значении параметра а решите уравнение:
а) а(х – 2) = 4(х + 2);		б) ах – 6 = 4a – 7х.
2. При каждом значении параметра а решите уравнение:
а) а2х – 7 = 7а + х;			б) а2х – 6 = 3а + 4х.
3. а) Найдите все значения параметра а, при каждом из которых число –3 является единственным корнем уравнения а2х + 6а = 4х – 12.
б) Найдите все значения параметра а, при каждом из которых число 5 является единственным корнем уравнения ах – 5а = 10 – 2х.
4. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых уравнения 
а) ах + 1 = 2х + а   и   а2х – 1 = 4х + а2;
б) ах = х – 2   и   х + a = 2 – aх
имеют общий корень.




Ответы: 1. а) Нет корней при а = 4; х0 =  при а  4; б) нет корней при 
а = –7; х0 =  при а  –7. 2. а) Нет корней при а = 1; х ∈ R при а = –1; х0 =  при а ≠ 1, а ≠ –1; б) нет корней при а = 2; х ∈ R при а = –2; х0 =  при а ≠ 2, 
а ≠ –2. 3. а) а = 4; б) а — любое число, а ≠ –2. 4. а) а = 3; б) а = 0, а = 5.

2. Системы линейных уравнений с параметром
Напомним теорему о количестве решений системы двух линейных уравнений, доказанную в учебнике для 7 класса.
Теорема. Пусть дана система линейных уравнений
					(1)
все коэффициенты которой  отличны от нуля. Тогда система (1):
а) имеет единственное решение, если ;
б) не имеет решений, если ;
в) имеет бесконечно много решений, если , и при этом все решения системы (1) можно записать в виде , где y — любое число.
Замечание. Отметим, что в случае а) не обязательно знать, что отличны от нуля коэффициенты  (40 – 5324) и . Достаточно знать, что отличны от нуля коэффициенты  (40 – 5324) и ; в случаях б) и в) не обязательно знать, что отличны от нуля все коэффициенты(40 – 5324). Достаточно знать, что отличны от нуля коэффициенты ,  (40 – 5324) и .       
     
Пример 1. Найдём все значения параметра а, при каждом из которых система уравнений 
				(2)
имеет единственное решение.
Решение. 1) Если 3a – 3 = 0, т. е. a = 1, то система (2) имеет вид
								(3) 
Система (3) имеет единственное решение, поэтому a = 1 удовлетворяет условиям задачи.
2) Если же a ≠ 1, то система имеет единственное решение при условии
 .
Так как уравнение  имеет два корня = 2,  =  , то система имеет единственное решение при любых значениях a, кроме a = 2 и a =  . Полученное ранее значение a = 1 входит в это множество.
Ответ. a ≠ 2, a ≠  .
Пример 2. Найдём значение параметра а, при котором система уравнений 
				(4)
имеет бесконечно много решений.
Решение. Так как все коэффициенты второго уравнения системы (4) отличны от нуля, то система имеет бесконечно много решений, если выполнены равенства:
.
Так как уравнение  имеет единственный корень = 0, являющийся также корнем уравнения , то система имеет система имеет бесконечно много решений лишь при a = 0.
Ответ. a = 0.
Пример 3. Найдём все значения параметра а, при каждом из которых система уравнений 
				(5)
не имеет решений.
Решение. 1) Если a – 1 = 0, т. е. если a = 1, то система имеет вид
						(6)
Система (6) очевидно не имеет решений, следовательно, a = 1 удовлетворяет условиям задачи.
2) Если же a ≠ 1, то система не имеет решений при условии
 .
Так как уравнение   имеет два корня = 1,  = 5, из которых только второй удовлетворяет условию  и ограничению a ≠ 1, то система не имеет решений лишь при a = 5. 
Объединяя значения a, найденные в случаях 1) и 2), получим ответ задачи.
Ответ. a = 1, a = 5.
Пример 4. Решим систему уравнений 
				(7)
для каждого значения параметра а.
Решение. Выразив x через y из первого уравнения системы (7), подставим выражение   вместо x во второе уравнение системы (7). После преобразований получим систему 
				(8)
равносильную системе (7).
1) Если a = 5, то второе уравнение системы (8) не имеет решения. В этом случае и система (7) не имеет решения.
2) Если a = –5, то корнем второго уравнения системы является любое действительное число y. Тогда из первого уравнения системы (8) получим: 
x = , т. е. решением системы (7) является пара чисел (; ), где  — любое число ( ∈ R).
3) Если a ≠ 5, a ≠ –5, то второе уравнение системы (8) имеет единственный корень  = . Тогда из первого уравнения системы (8) получим:  = 0. В этом случае система (7) имеет единственное решение .
Ответ. Нет решений при a = 5; ( ; ), где  ∈ R при a = –5;  при a ≠ 5, a ≠ –5.

1. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых система уравнений: 
а) 			б)  
имеет единственное решение.
2. Найдите значение параметра а, при котором система уравнений:
а) 			б)  
имеет бесконечно много решений.
3. Найдите значение параметра а, при котором система уравнений:
а) 			б)  
не имеет решений.
4. Решите систему уравнений 
а) 		б) 
для каждого значения параметра а.




Ответы. 1. а) а  3, а  –5; б) а  3, а  –4. 2. а) а = –2; б) а = 4. 3. а) а = –3; б) а = 1. 4. а) Нет решений при а = –2; (; ),  ∈ R при a = 2;  при 
a ≠ 2, a ≠ –2; б) нет решений при а = –3; (6; ),  ∈ R при a = 3;  при 
a ≠ 3, a ≠ –3.
3. Уравнения и системы уравнений с параметром
Рассмотрим несколько задач с параметром, для решения которых можно применять разные идеи, в том числе и решение неравенств.
Пример 1. При каких значениях параметра c уравнение 
x2 – 4x + c = 0 					(1)
имеет: а) единственный корень; б) имеет два различных корня; в) не имеет корней? 
Решение. Уравнение (1) квадратное, его дискриминант D равен D = 16 – 4с.   
а) Если D = 0, т. е. если c = 4, то уравнение (1) имеет единственный корень.
б) Если D > 0, т. е. если c < 4, то уравнение (1) имеет два различных корня.
в) Если D < 0, т. е. если c > 4, то уравнение (1) не имеет корней.
Ответ. а) При c = 4; б) при c < 4; в) при c > 4.  
Пример 2. При каких значениях параметра a уравнение 
ax2 – 4x + 1 = 0 					(2)
имеет: а) единственный корень; б) имеет два различных корня; в) не имеет корней? 
Решение. а) Если a = 0, то уравнение (2) является линейным: –4x + 1 = 0, оно имеет единственный корень 0,25.
Если a ≠ 0, то уравнение (2) квадратное, оно имеет единственный корень, если D = 16 – 4a = 0, т. е. при a = 4.
б) Уравнение (2) имеет два различных корня, если a ≠ 0 и D = 16 – 4a > 0, т. е. при a ∈ (–∞; 0)∪(0; 4).
в) Уравнение (2) не имеет корней, если a ≠ 0 и D = 16 – 4a < 0, т. е. при 
a ∈ (4; +∞).
Ответ. а) При a = 0, a = 4; б) при a ∈ (–∞; 0)∪(0; 4); в) при a ∈ (4; +∞).  
Пример 3. Решим уравнение 
ax2 – (a + 3)x + 3 = 0 					(3)
при каждом значении параметра a. 
Решение. I способ. Если a = 0, то уравнение (3) линейное: –3x + 3 = 0, оно имеет единственный корень 1.
Если a ≠ 0, то уравнение (3) квадратное, его дискриминант D равен
D = (a + 3)2  – 12a = (a – 3)2.
Если a = 3, то D = 0, уравнение (3) единственный корень  =  =  1.
Если a ≠ 0, a ≠ 3, то D > 0, уравнение (3) имеет два различных корня 
= ; причём если a > 3, то = = ; если 
a < 3, но a ≠ 0, то = = , 
Итак, при любом значении a уравнение (3) имеет корень 1, при a ≠ 0, a ≠ 3 оно имеет ещё и второй корень .
II способ. Перепишем уравнение (3) в виде
(x – 1)(ax – 3) = 0.	 
При любом значении a это уравнение имеет корень 1, при a ≠ 0, a ≠ 3 оно имеет ещё и второй корень .
Ответ. При a = 0 x0 = 1, при a = 3; x0 = 1, при a ≠ 0, a ≠ 3 x0 = .  
Замечание. Сравнение двух способов решения задания показывает, что разложение квадратного трёхчлена на множители может упростить решение.
Пример 4. Решим уравнение 
ax2 – (2a2 + 3)x + 6a = 0					(4)
при каждом значении параметра a. 
Решение. Перепишем уравнение (4) в виде
ax2  – 2a2x – 3x + 6a = 0,					
ax(x  – 2a) – 3(x – 2a) = 0,
(x  – 2a)(ax – 3) = 0.					(5)
При любом значении a уравнение (5), а значит и уравнение (4), имеют корень 2a, при a ≠ 0 они имеют ещё и второй корень . 
Ответ. x0 = 0 при a = 0; x1 = 2a, x2 =  при a ≠ 0.  
Замечание. Корни  2a и  совпадают при a =   и при a = .
Пример 5. Найдём все значения параметра m, при каждом из которых уравнение 
 = 0						(6)
имеет два различных корня. 
Решение. Перепишем уравнение (6) в виде
 = 0.						(7)
Уравнение (7) имеет два различных корня, если его уравнение-следствие 
						(8)
имеет два различных корня, среди которых нет чисел 1 и 2. 
Дискриминат уравнения (8) D = 9 + 4m > 0 при m > –2,25, уравнение (8) имеет два различных корня:  =  и  = .
Так как  ≠ 1 ни при каком m;  = 2 при m = –2;  = 1 при m = –2;  ≠ 1 ни при каком m, то уравнение (7) имеет два различных корня при m ∈ (–2,25; –2)(–2; +∞). 
Ответ. При m ∈ (–2,25; –2) (–2; +∞).  
Пример 6. Найдём все значения параметра a, при каждом из которых система уравнений 
						(9)
имеет единственное решение. 
Решение. I способ. Выразив y через x из второго уравнения системы (9), подставим в её первое уравнение выражение a – x, получим систему:
 					(10)
равносильную системе (9).
Перепишем первое уравнение системы (1) в виде:
									(11)
Уравнение (11) квадратное, оно имеет единственный корень при условии, что
 =  – 2 = – = 0, т. е. при a = 2 и a = –2.  
II способ. Первое уравнение системы (9) есть уравнение окружности с центром 
(0; 0) и радиусом  в системе координат xOy (рис. 1). 

При каждом значении параметра a второе уравнение системы (9) в той же системе координат задаёт прямую y = –x + a. На рисунке 1 изображены такие прямые для a = 2 и a = –2 — для каждого из этих значений параметра a прямая имеет с окружностью единственную общую точку, следовательно, система (9) имеет единственное решение. При –2 < a < 2 прямая пересекает окружность в двух точках, поэтому система имеет два решения; при a > 2 или a < –2 прямая не пересекает окружность, поэтому система не имеет решений.
Ответ. a = 2 и a = –2.  
Пример 7. Найдём все значения параметра a, при каждом из которых система уравнений 
						(12)
имеет единственное решение. 
Решение. Графиком функции  в системе координат xOy является верхняя полуокружность с центром (0; 0) и радиусом , так как для |x| ≤  и 
y ≥ 0 первое уравнение системы равносильно уравнению   +  = 2 (рис. 2).

При каждом значении параметра a второе уравнение системы в той же системе координат задаёт прямую y = x + a. Представим, что мы увеличиваем значения параметра от –∞. При а <   прямая и полуокружность не пересекаются; при  ≤ а <  прямая и полуокружность имеют одну общую точку; при  ≤ а <  — две общие точки; при а =  — одну общую точку; при a >  — не имеют общих точек.
Система (10) имеет единственное решение, если прямая и полуокружность имеют единственную одну общую точку, т. е. при всех a, таких, что   ≤ а < , а = .
Ответ.  ≤ а < , a = 2.  

1. При каких значениях параметра c уравнение x2 – 10x + c = 0 имеет: 
а) единственный корень; б) имеет два различных корня; в) не имеет корней? 
2. При каких значениях параметра a уравнение ax2 – 8x + 1 = 0 имеет: 
а) единственный корень; б) имеет два различных корня; в) не имеет корней? 
3. Решите уравнение ax2 – (a + 1)x + 1 = 0 при каждом значении параметра a. 
4. Решите уравнение ax2 – (a2 + 1)x + a = 0 при каждом значении параметра a. 
5. Решите уравнение при каждом значении параметра m:
а)  = 0;                                   	б)  = 0; 
в)  = 0;				г)   = 0.
6. При каких значениях параметра m уравнение:
а)  – ;			б)  + 
не имеет корней
7. При каких значениях параметра m уравнение:
 
имеет единственный корень
8. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система уравнений 
а) 	б) 
имеет единственное решение. 
9. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система уравнений 
а) 		б)  		
имеет единственное решение. 
10. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система уравнений
 
имеет два решения.  
Ответы: 1. а) При c = 25; б) при c < 25; в) при c > 25. 2. а) При a = 0, a = 16; б) при a ∈ (–∞; 0)∪(0; 16); в) при a ∈ (16; +∞). 3.  = 1 при a = 0;  = 1,  =  при 
a ≠ 0. 4. = 0 при a = 0;  = a, =  при a ≠ 0. 5. а)  = m при m ≠ –3;  = –m при 
m ≠ 3;  = m и  = –m при m ≠ 3, m ≠ –3; б)  = –1 при m = 8;  = 8 при m = –1; 
 = –1,  = 8 при m ≠ –1, m ≠ 8; в)   = – 4 при m = –32; = 4 при m = 0;  = –4  при m ∈ (–∞; –32) (–32; 0) (0; +∞); г) = 1 при m = –18; = 6 при 
m = 2; = 1,  = 6 при m ∈ (–∞; –18) (–18; 2) (2; +∞). 6. а) При m = 1, m = 2; б) при m = 1, m = –1. 7. При m = –2,25, m = –2; m = 18. 8. а) При a= –3, a = 3; б) при a = –4, a = 4. 9. а) При –2 a < 2, a = 2; б) при  –3  a < 3, a = 3. 10. При –4 a < 2.
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