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 можно применять утверждения 1 – 3 , доказательство которых приведено в конце статьи.
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Пример 1. Решим неравенство
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Множество решений неравенства  (1")  есть интервал (1; 2005). Неравенство (1), равносильное неравенству (1"), имеет те же решения.
Ответ: (1; 2005).
Пример 2. Решим неравенство
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Все решения неравенства (2"') задаются серией интервалов
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Так как неравенство (2) равносильно неравенству (2"'), то оно имеет те же решения.
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II. Утверждение 2. а) Если функция 
[image: image36.wmf])

(

u

f

 имеет область существования — промежуток I, и она строго возрастает на нём, то неравенство 

[image: image37.wmf]))

(

(

x

f

a

 >
[image: image38.wmf]))

(

(

x

f

b

 равносильно системе
                         
[image: image39.wmf]ï

î

ï

í

ì

Î

Î

>

.

)

(

)

(

)

(

)

(

I

x

I

x

x

x

b

a

b

a


б) Если функция 
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Пример 3. Решим неравенство
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Решив каждое неравенство этой системы, найдём множество всех её решений, это будет объединение двух интервалов:   –3 < x < –1  и 1 < x < 2. Неравенство (3), равносильное системе (3'), имеет те же решения.
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Пример 4. Решим неравенство
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Все решения системы  (4') задаются серией интервалов: 
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. Неравенство (4), равносильное системе (4'), имеет те же решения.
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III. Утверждение 3. Пусть множество 
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Пример 5. Решить неравенство
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Если рассмотреть функцию  
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 Поэтому на основании утверждения 3а) неравенство (5) равносильно неравенству
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Все решения неравенства (5') составляет интервал –1 < x < 3. Неравенство (5), равносильное неравенству (5'), имеет те же решения.
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Пример 6. Решим неравенство
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Все решения неравенства (6') задаются серией интервалов
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Так как неравенство (6) равносильно неравенству (6'), то оно имеет те же решения.
Ответ: 
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Пример 7. Решим неравенство
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Все решения неравенства  (7') составляет интервал  
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 Неравенство (7), равносильное неравенству (7'), имеет те же решения.
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IV. Докажем утверждение 3а). Пусть число  
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Это значит, что имеют смысл числовые выражения  
[image: image133.wmf]),

(

1

1

x

u

a

=

  
[image: image134.wmf]),

(

1

2

x

u

b

=

 
[image: image135.wmf])

(

1

u

f

 и 
[image: image136.wmf])

(

2

u

f

, и справедливо числовое неравенство  
[image: image137.wmf])

(

1

u

f

 > 
[image: image138.wmf])

(

2

u

f

. Отсюда, в частности, следует, что 
[image: image139.wmf]M

x

Î

1

 - общей части областей существования функций  
[image: image140.wmf])

(

x

a

 и  
[image: image141.wmf])

(

x

b

. Но тогда  по условию утверждения 3а)  
[image: image142.wmf]I

u

Î

1

 и  
[image: image143.wmf].

2

I

u

Î

 Так как функция  
[image: image144.wmf])

(

u

f

 строго возрастает на 
[image: image145.wmf]I

, то из числового неравенства  
[image: image146.wmf])

(

1

u

f

 > 
[image: image147.wmf])

(

2

u

f

 следует, что 
[image: image148.wmf]u

1 > 
[image: image149.wmf]u

2.
Действительно, так как 
[image: image150.wmf])

(

u

f

 строго возрастает на 
[image: image151.wmf]I

 и 
[image: image152.wmf]I

u

Î

1

 и 
[image: image153.wmf]I

u

Î

2

, то, если 
[image: image154.wmf]u

1 = 
[image: image155.wmf]u

2, то 
[image: image156.wmf])

(

1

u

f

= 
[image: image157.wmf])

(

2

u

f

, если же 
[image: image158.wmf]u

1 < 
[image: image159.wmf]u

2, то 
[image: image160.wmf])

(

1

u

f

 < 
[image: image161.wmf])

(

2

u

f

, что противо​речит неравенству 
[image: image162.wmf])

(

1

u

f

 > 
[image: image163.wmf])

(

2

u

f

. Следовательно, действительно 
[image: image164.wmf]u

1 = 
[image: image165.wmf]u

2, то есть число
[image: image166.wmf]1

x

 является решением неравенства  
                                    
[image: image167.wmf])

(

x

a

 > 
[image: image168.wmf])

(

x

b

                                                                (9)
Сказанное выше означает, что любое решение неравенства (8) является решением неравенства (9). Если число  
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, а это означает, что число 
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 является решением неравенства   (8). Откуда следует, что любое решение неравенства (9) является решением неравенства (8).
Таким образом, показано, что неравенства (8) и (9) равносильны в случае, если известно, что хотя бы одно из них имеет решение.
Покажем, что, если неравенство (8) не имеет решений, то и неравенство (9) не имеет решений. 
Предположим противное, что неравенство (9) имеет решение. Но тогда по доказанному выше и неравенство (8) имеет решение, что противоречит тому, что оно не имеет решений.
Аналогично показывается, что, если неравенство (9) не имеет решений, то и неравенство (8) не имеет решений.
Следовательно, неравенства (8) и (9) равносильны и в случае, когда хотя бы одно из них  не имеет решений.
Таким образом, утверждение 3а) доказано полностью.
Утверждение 3б) и утверждение 2 доказываются аналогично, и поэтому их доказательства опускаются;  утверждение 1 является частным случаем утверждения 3, в случае, если 
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Отметим, что эти методы решений неравенств излагаются также в учебнике для 11 класса "Алгебра и начала анализа" серии "МГУ – школе" ("Просвещение", 2002 – 2016 гг., авторы С.М.Никольский, М.К.Потапов, Н.Н.Решетников, А.В.Шевкин). Там же приведены и другие примеры решения неравенств (а также уравнений и систем), необходимые для работы в классах с углублённым изучением математики (профильный уровень) и для подготовки учащихся к поступлению в вузы.
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