5.8.* Иррациональные неравенства 
Неравенство, в котором хотя бы один член содержит неизвестное под знаком корня, называют иррациональным неравенством.
Например, неравенство > 1 является иррациональным, а неравенство    > 1 — нет.
Напомним, что решением неравенства с одним неизвестным x называют такое число x0, при подстановке которого в неравенство вместо x получается верное числовое неравенство. Заметим, что это множество может быть пустым. Решить неравенство — значит найти все его решения или доказать, что их нет.
Равносильными называют два неравенства, множества решений которых совпадают. Для записи равносильности используют знак равносильности: ⇔.
Например,  > 4 ⇔ x > 2.
Для решений иррациональных неравенств используют утверждения 1 – 6.
1. Если a ≥ 0, то неравенство  > a равносильно неравенству f (x) > .
Справедливость утверждения 1 докажем рассуждениями с числовыми значениями.
1) Если число x0 является решением неравенства  > a, то справедливо числовое неравенство:  > a, обе части которого неотрицательны, поэтому, используя свойства числовых неравенств, получим, что . Это означает, что число  является решением неравенства  f (x) > .   
2) Если число x0 является решением неравенства f (x) > , то справедливо числовое неравенство: f () > , обе части которого неотрицательны, поэтому, используя свойства числовых неравенств, получим, что  > a. Это означает, что число  является решением неравенства  > a.   
3) Докажем, что если одно из неравенств  > a и f (x) >  не имеет решений, то и другое неравенство не имеет решений.
Действительно, предположим, что неравенство  > a не имеет решений, а неравенство f (x) >  имеет решения, тогда из пункта 2) следует, что неравенство  > a имеет решения. Полученное противоречие означает, что наше предположение неверно и на самом деле верно утверждение:
если неравенство  > a не имеет решений, то и неравенство f (x) >  не имеет решений.
Аналогично, но со ссылкой на пункт 1) доказывают, что если неравенство 
f (x) > , то и неравенство  > a не имеет решений.
Из пунктов 1) – 3) следует, что неравенства  > a и f (x) >  равносильны.
Пишут:
 > a ⇔ f (x) > .
Пример 1. Решим неравенство 
 > 1.					(1)
Неравенство (1) равносильно неравенству 
.					(2)
Множество всех решений неравенства (2) есть объединение промежутков 
(–∞; 1) и (1; +∞). Неравенство (1), равносильное неравенству (2), имеет то же множество решений. 
Ответ. (–∞; 1) ∪ (1; +∞).
2. Если a < 0, то неравенство  > a равносильно неравенству f (x) ≥ 0.
Справедливость утверждения 2 следует из свойств функции y = .
Действительно, функция y =  определена на множестве неотрицательных чисел и принимает неотрицательные значения, поэтому если t ≥ 0, то  ≥ 0, а так как a < 0, то  > a. Это означает, что любое решение неравенства f (x) ≥ 0 является решением неравенства  > a. Если же  > a, то t ≥ 0, так как функция y =  определена на множестве неотрицательных чисел, т. е. если  > a , то f (x) ≥ 0.
Если же одно из неравенств  > a и f (x) ≥ 0 не имеет решений, то и второе неравенство не имеет решений (доказывается от противного).
Похожими способами доказывают и утверждения 3 – 6.
Пример 2. Решим неравенство 
 > –2017.					(3)
Неравенство (3) равносильно неравенству 
,						(4)
имеющему множество его решений: (–∞; 0] ∪ [2; +∞). Неравенство (3), равносильное неравенству (4), имеет то же множество решений. 
Ответ. (–∞; 0] ∪ [2; +∞).
Если множество решений неравенства совпадает с множеством решений системы неравенств, то говорят, что неравенство равносильно системе неравенств. 
Например, неравенство (x – 1)(x – 2) < 0 равносильно системе неравенств x > 1 и x < 2, что записывают так:
(x – 1)(x – 2) < 0 ⇔ 
3. Если a > 0, то неравенство  < a равносильно двойному неравенству 
0 ≤  f (x) <  .
Замечание. В данном случае двойное неравенство 0 ≤  f  (x) <   является удобной записью системы неравенств: 
Пример 3. Решим неравенство 
 < 2.						(5)
Неравенство (5) равносильно двойному неравенству 
.					(6)
Решив систему неравенств 
			

получим множество решений неравенства (6): (2 – ; 0] ∪ [4; 2 + ) (рис. 1). Неравенство (5), равносильное двойному неравенству (6), имеет то же множество решений. 
Ответ. (2 – ; 0] ∪ [4; 2 + ).
Замечание. Если a ≤ 0, то неравенство  < a не имеет решений.
4. Неравенство  >   равносильно двойному неравенству 
 >  ≥ 0.  
Пример 4. Решим неравенство 
.					(7)
Неравенство (7) равносильно двойному неравенству 
 > 	 ≥ 0.

 Решив систему
	 
получим множество решений неравенства (7): (5; +) (рис. 2). 
Ответ. (5; +).
5. Неравенство  < h (x) равносильно системе неравенств 
	   
Пример 5. Решим неравенство 
 < x – 1.					(8)

Неравенство (8) равносильно системе 
	        (9)
Решив систему (9), получим множество решений неравенства (8): [4; +) (рис. 3). 
Ответ. [4; +).
Если даны два неравенства и требуется найти все числа, являющиеся решениями хотя бы одного из этих неравенств, то говорят, что дана совокупность неравенств. Множество решений совокупности неравенств есть объединение множеств решений этих неравенств.
Например, множество решений совокупности неравенств двух неравенств 
x < –1 и x  2 есть объединение двух промежутков: (–∞; –1) и [2; +∞). Для записи совокупности неравенств используют квадратную скобку:

Если множество решений неравенства совпадает с множеством решений совокупности неравенств, то говорят, что неравенство равносильно совокупности неравенств. 
Например, неравенство (x – 1) (x – 2) > 0 равносильно совокупности неравенств 
x < 1 и x > 2, пишут:
(x – 1)(x – 2) > 0 ⇔ 
6. Неравенство  > h (x) равносильно совокупности систем неравенств
	и    	
Пример 6. Решим неравенство 
 > x – 1.						(10)
Неравенство (10) равносильно совокупности систем неравенств:
 и   			(11)
Первая из систем (11) имеет множество решений [1; 3). Вторая из систем (11) имеет множество решений [–1; 1). Объединив полученные промежутки, получим множество решений неравенства (10): [–1; 3). 
Ответ. [–1; 3).
Так как неравенство  ≥  есть совокупность уравнения  =  и неравенства  > , то множество всех решений неравенства  ≥  есть объединение множества решений уравнения  =  и неравенства  > . 
Пример 7. Решим неравенство 
.					(12)
Сначала решим уравнение 
.					(13)
Оно имеет единственный корень:  = 5.

Затем решим неравенство
.   	(14)
Множество его решений есть промежуток 
[4; 5) (рис. 4). Объединив корень уравнения (13) с множеством решений неравенства (14), получим множество решений неравенства (12): [4; 5]. 
Ответ. [4; 5]. 

1. а)  > 2; 			б)  > 2.
2. а)  > –1; 			б)  > –2.
3. а)  < 3; 			б)  < 2.
4. а)  > x – 3; 			б)  > 5 – x.
5. а)  < 8 – x; 			б)  < x – 1.
6. а) ; 	б) .
7. а) ; 		б) .
Ответы. 1. а) (– 1)∪(3; +); б) (–1; 3). 2. а) (– –0,5]∪[0,5; +); б) 
[–1,5; 1,5]. 3. а) (– –2]∪[0; 1); б) (– 0]∪[0,2; 1). 4. а) [1; 5); б) (4; +). 5. а) 
[2; 5); б) [2; 3)∪(3; +). 6. а) [8; +); б) (– 0]∪[8; +). 7. а) 1; б) [0,25; +).
5.9.* Обобщённый метод интервалов для решения неравенств 
Решение неравенства 
						f (x) ≤ 0,						(1)
где функция f (x) непрерывна на каждом промежутке своей области определения D (f), состоит из нескольких этапов описанного ниже алгоритма, называемого обобщённым методом интервалов.
1. Находят область определения D (f) функции f (x). Для каждого конца промежутка xi, принадлежащего D (f), выясняют, справедливо ли числовое неравенство  f (xi) ≤ 0 — если да, то каждое такое xi является решением неравенства (1).
2. Находят нули xj функции f (x) — все нули функции являются решениями неравенства (1).
3. Из области определения D (f) функции f (x) исключают все концы промежутков xi и нули функции xj, определяют знак функции f (x) на каждом из полученных интервалов. Все интервалы, на которых функция f (x) отрицательна и составляют множество решений неравенства f (x) < 0. 
4. Все решения неравенства f (x) < 0, полученные на этапе 3, объединяют с решениями неравенства (1), полученными на этапах 1 и 2. Полученное множество и является множеством всех решений неравенства (1).
Замечание. В силу непрерывности функции f (x) на каждом из полученных интервалов (этап 3), она имеет один и тот же знак в каждой точке любого из этих интервалов, поэтому для определения знака функции на любом интервале достаточно определить её знак в какой-либо одной точке этого интервала.
Пример 1. Решим неравенство 
	          						   (2)
Решение. Область определения D (f) функции f (x) =   состоит из всех x, одновременно удовлетворяющих неравенствам: ≥ 0, т. е.
D (f) = [; . 
 Так как f (–5) > 0, f (3) < 0, то число x1 = 3 является решением неравенства (2), а число x2 = –5 — нет. 
Функция f (x) имеет единственный нуль x3 = –1, это число является решением неравенства (2).

Исключив концы промежутка и нуль функции — числа x1, x2 и x3 — из множества D (f), получим множество, состоящее из интервалов (–5; –1) и (–1; 3). Функция непрерывна на каждом из них. Определим знак функции каждом из этих интервалов. Для этого определим, что f (–3) > 0, а f (0) < 0 (рис. 1). Следовательно, множество решений неравенства f (x) < 0 есть интервал (–1; 3).  
Множество всех решений неравенства (2) есть объединение интервала (–1; 3) и чисел x1 = 3 и x3 = –1, т. е. множество [–1; 3]. 
Ответ. [–1; 3].
Неравенство со знаком ≥ решают аналогично.
Пример 2. Решим неравенство 
	          						   (3)
Решение. Область определения D (f) функции f (x) =   состоит из всех x, одновременно удовлетворяющих условиям:  
т. е. D (f) = [.  Так как f (–3) = f (3) = 0, то числа x1 = –3 и 
x2 = 3 являются решениями неравенства (3). 
Функция f (x) имеет три нуля x1 = –3 и x2 = 3 и x3 = 1, эти числа являются решениями неравенства (3).

Исключив концы промежутков и нули функции — числа x1, x2 и x3 — из множества D (f), получим множество, состоящее из интервалов (–3; –2), (–2; 1), 
(1; 2) и (2; 3). Функция непрерывна на каждом из них. Определив знак функции на каждом из этих интервалов (рис. 2), получим, что множество решений неравенства f (x) > 0 состоит из двух интервалов (–3; –2) и (2; 3).  
[bookmark: _GoBack]Множество всех решений неравенства (3) есть объединение интервалов (–3; –2) и (2; 3) и чисел 
x1 = –3 и x2 = 3 и x3 = 1, то есть множество [–3; –2) ∪{1}∪ (2; 3]. 
Ответ. [–3; –2) ∪{1}∪ (2; 3].
Пример 3. Решим неравенство 
						(4)
Решение. Область определения D (f) функции f (x) =  состоит из всех x, одновременно удовлетворяющих условиям: ≥ 0, x ≠ 2 и 
x ≠ 2017, т. е. D (f) = {2} — состоит из одного числа –2. Так как f (–2) = 0, 
то число x1 = –2 является единственным решением неравенства (4). 
Ответ. –2.
При решении строгого неравенства надо помнить, что в описанном выше алгоритме этап 2 не даёт решений неравенства.
Пример 4. Решим неравенство 
	          						   (5)
Решение. Перепишем неравенство (5) в виде 
  
	          						   (6)
Область определения D (f) функции f (x) =   состоит из всех x, удовлетворяющих неравенству: , т. е. D (f) = (; –2).  Так как концы промежутков не принадлежат им, то на этапе 1 описанного выше алгоритма, нет решений неравенства (6). 
Функция f (x) имеет единственный нуль x1 = 3, это число не является решением неравенства (6), так как это строгое неравенство.

Исключив нуль функции — число x1 — из множества D (f), получим множество, состоящее из интервалов (; –2),  и . Функция непрерывна на каждом из них. Определив знак функции каждом из этих интервалов (рис. 3), получим, что множество решений неравенства (6) состоит из двух интервалов (; –2) и (). Следовательно, неравенство (5), равносильное неравенству (6), имеет множество решений (; –2) ∪ (). 
Ответ. (; –2) ∪ ().

Решите неравенство:
1. а) ; 		
б) .
2. а) ; 		б) ;
в) ; 	г) .
3. а)  		б) 
4. а) ;		б) .
5. а) 		б)   
6. а) 		б)   
в)  		г)  
7.* Решите неравенство:
а) 		б)  
Ответы. 1. а); б) . 2. а); б) ; в) ; г) –1.  3. а)(4; 5]; б) . 4. а) ; б) (. 5. а); б)  6. а); б)  7. а) [–3; –2) (–1; 1]; б) .
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