Рассуждения с числовыми значениями 
при решении систем уравнений
М.К. Потапов, А.В. Шевкин
Хорошо известны стандартные методы решения систем уравнений: метод подстановки, метод замены неизвестных, метод линейных преобразований, переход к системе-следствию и т.д.  Однако на выпускных школьных экзаменах и на вступительных экзаменах в вузы иногда предлагается решить систему уравнений, для которой не видно, какой из методов решения надо применить. В таких ситуациях можно применить следующий способ, часто называемый «рассуждениями с числовыми значениями». 
Прежде чем перейти к изложению этого способа, обратим внимание на то, что «рассуждения с числовыми значениями» часто применяют в школьном курсе математики, хотя об этом часто и забывают.

Рассмотрим, например, как доказывается, что равносильны системы уравнений 
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а) Предположим, что пара чисел (x0; y0) есть решение системы (I), это означает, что справедливы числовые равенства


x0 – y0 + 1 = 0 (III)
и 
2x0 + 3y0 – 8 = 0.
(IV)

Но числовое равенство (III) можно переписать в виде равенства 

y0 = x0 + 1, 
(V)

в числовое равенство (IV) вместо числа y0 можно записать равное ему число 
x0 + 1, то есть записать числовое равенство (IV) в виде  


2x0 + 3(x0 + 1) – 8 = 0.
(VI)
Справедливость же равенств (V) и (VI) означает, что пара чисел (x0; y0) удовлетворяет системе (II). А это означает, что любое решение системы (I) является решением системы (II).

б) Если же справедливы равенства (V) и (VI), то справедливы и числовые равенства (III) и (IV), а это означает, что любое решение системы (II) является решением системы (I).

в) Если же какая-либо из систем (I) или (II) не имеет решения, то и вторая не имеет решения. 
В самом деле, если предположить, что система (II) не имеет решения, а система (I) имеет решение, то из пункта а) следует, что система (II) тоже имеет решение — мы получили противоречие. 

Если же предположить, что система (I) не имеет решения, а система (II) имеет решение, то из пункта б) следует, что система (I) тоже имеет решение — мы опять получили противоречие. 

Таким образом, равносильность систем (I) и (II) доказана. 

На равносильности систем (I) и (II) и других линейных систем основан метод подстановки для их решения. Один раз доказав равносильность систем (I) и (II) в дальнейшем пользуются методом подстановки для решения систем, естественно, не повторяя доказательства их равносильности.  
Ниже «рассуждения с числовыми значениями» применяются при решении систем уравнений, для каждой из которых нет готового метода решения, и поэтому приходится проводить соответствующие рассуждения полностью. 

Пусть надо решить систему уравнений  
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Предположим, что она имеет решение, то есть предположим, что существует пара чисел (x0; y0) такая, что для нее справедливы числовые равенства 


f (x0; y0) = 0 и g (x0; y0) = 0.
(VIII)

Отметим, что из этого предположения вытекает, в частности, что все выражения, входящие и в f (x0; y0), и в g (x0; y0), определены для этой пары чисел (x0; y0).

Из числовых равенств (VIII) можно сделать какие-то выводы о том, какими могут быть эти числа x0 и y0, одна ли такая пара или их несколько, и часто можно выписать все такие пары чисел. Иными словами, можно найти такие пары (x0; y0), которые могли бы быть решениями данной системы (VII).
Отметим, что для решения системы надо найти все такие пары и показать, что других «претендентов» на «роль» решения системы (VII) нет. После чего остается сделать последний шаг: проверить, какие же из найденных пар действительно являются решениями системы (VII), а какие — нет.  
Покажем, как применяется этот метод на нескольких примерах.
Пример 1. Решим систему уравнений
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Предположим, что пара чисел (x0; y0) есть решение системы (1), то есть предположим, что справедливы числовые равенства:
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(1.1)

Из справедливости равенств (1.1) следует, что выражения 
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 определены, а это означает, что числа x0 и y0 удовлетворяют условиям

x0 > 0, x0 
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 1, y0 > 0, –x0 + 
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Но для таких чисел x0 и y0 справедливы равенства 

y0 = 
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и поэтому равенства (1.1) можно записать в виде
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(1.3)

Так как по условиям (1.2) x0 > 0, x0 
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 1, то равенства (1.3) справедливы тогда и только тогда, когда справедливы равенства
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Равенство (1.4) означает, что х0 = y0. Подставляя х0 вместо y0 в равенство (1.5), перепишем это равенство в виде
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Рассматривая равенство (1.6) как квадратное уравнение относительно х0, получим, что равенство (1.6) выполняется лишь для двух значений х0: 
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 = 2 и 
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 = 1, но тогда 
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 = 2 и 
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 = 1.
Следовательно, если система (1) имеет решения, то они содержатся только среди двух пар чисел (2; 2) и (1; 1).

Легко проверить, что пара чисел (2; 2) удовлетворяет каждому уравнению системы (1), а пара чисел (1; 1) не удовлетворяет ни одному уравнению системы (1), так как выражения, содержащие логарифмы по основанию 1, не имеют смысла.
Следовательно, система (1) имеет единственное решение (2; 2).

Ответ. (2; 2).

Пример 2. Решим систему уравнений
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(2)

Пусть пара чисел (x0; y0) есть решение системы уравнений (2), то есть пусть справедливы числовые равенства:


x
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(2.1)


2x
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 + 3 + y
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Равенство (2.1) можно переписать в виде y
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, но для любых x0 справедливо неравенство 
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 1, откуда следует справедливость неравенства |y0| 
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 1.

Запишем равенство (2.2) в виде 

2(x0 – 1)2 + (1 + y
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) = 0.
(2.3)
Так как |y0| 
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 1, то 1 + y
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 0. Кроме того, очевидно, что (x0 – 1)2 
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 0. Таким образом, левая часть равенства (2.3) есть сумма двух неотрицательных чисел, поэтому равенство (2.3) справедливо лишь тогда, когда каждое из этих чисел равно нулю, то есть если x0 = 1 и y0 = –1. Следовательно, если система (2) имеет решение, то это может быть лишь пара чисел (1; –1). Проверка показывает, что эта пара удовлетворяет каждому уравнению системы (2). 
Следовательно, система (2) имеет единственное решение (1; –1). 

Ответ. (1; –1).

Пример 3. Решим систему уравнений
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Пусть пара чисел (x0; y0) есть решение системы уравнений (3), то есть пусть справедливы числовые равенства:
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(3.1)
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Так как обе части равенства (3.2) отличны от нуля, то, разделив почленно равенство (3.1) на равенство (3.2), получим что справедливо числовое равенство
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которое перепишем в виде
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Рассмотрев равенство (3.3) как квадратное уравнение относительно x0, получим, что равенство (3.3) справедливо тогда и только тогда, когда или 
x0 = 
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y0, или x0 = 
[image: image46.wmf]4

3
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Подставив в равенство (3.2) (или (3.1)) вместо x0 сначала 
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y0, а потом 
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3

y0, получим, что или |y0| = 3, или |y0| = 4. Это означает, что равенствам (3.2) и (3.1) удовлетворяют лишь четыре пары чисел (3; 4), (4; 3), (–3; –4), (–4; –3). Таким образом, если система (3) имеет решения, то эти решения надо искать среди найденных четырех пар чисел. Проверка показывает, что все эти пары удовлетворяют каждому уравнению системы (3). Следовательно, система (3) имеет четыре решения (3; 4), (4; 3), 
(–3; –4), (–4; –3).

Ответ. (3; 4), (4; 3), (–3; –4), (–4; –3).
Конечно, при решении системы (3) можно не делить равенство (3.1) на равенство (3.2), а учитывая, что выражения 
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 отличны от нуля, найти 
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 из равенств (3.1) и (3.2) и приравнять полученные выражения. В итоге все равно получилось бы равенство (3.3).

Числа x0 и y0 можно было найти иначе, складывая и вычитая равенства (3.1) и (3.2).

Отметим, что описанный выше способ решения системы двух уравнений с двумя неизвестными может быть применен и к системе n уравнений с n неизвестными, а также к одному уравнению с одним неизвестным. 

Пример 4. Решим систему уравнений
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Пусть тройка чисел 
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 есть решение системы (4), то есть пусть справедливы числовые равенства
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(4.1)
Складывая равенства (4.1), получим, что справедливо равенство 
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(4.2)

Поскольку 
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 для любого числа 
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 то равенства (4.1) означают, что 
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 то есть, что у0 > 0, z0 > 0, x0 > 0. 

Если x0 ( 3, то из последнего равенства (4.1) получим, что 
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 откуда, учитывая, что z0 > 0, получим, что z0 ( 3. Теперь из второго равенства (4.1), рассуждая аналогично, получим, что у0 ( 3. Значит левая часть равенства (4.2) есть сумма трех неотрицательных чисел. Следовательно, равенство (4.2) возможно лишь тогда, когда каждое из этих чисел равно нулю, то есть для x0 = у0 = z0 = 3.
Если же 
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 то, рассуждая как выше, получим, что 
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. Но тогда в равенстве (4.2) слева сумма трех отрицательных чисел, а справа нуль, что невозможно.

Итак, если система (4) имеет решения 
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, то это может быть только в случае 
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 Проверка показывает, что эта тройка чисел обращает каждое уравнение системы в верное равенство. Следовательно, система (4) имеет единственное решение 
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Ответ. 
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Пример 5. Решим уравнение


tg2 x + ctg2 x = 2cos2
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Пусть число x0 есть решение уравнения (5), то есть пусть справедливо числовое равенство:


tg2 x0 + ctg2 x0 = 2cos2
[image: image68.wmf]2
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(5.1)
Из справедливости числового равенства (5.1) следует, что выражения tg x0, ctg x0 и cos
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 определены и число tg2x0 положительно, (ибо если tg2x0= 0, то выражение ctg2 x0 не определено). Так как tg2 x0+ ctg2 x0 = tg2 x0 + 
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 положительны, то в силу неравенства а + 
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 EMBED Equation.3  [image: image74.wmf]³

 2, справедливого для любого положительного числа а (причем а +
[image: image75.wmf]а
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 = 2 лишь при а = 1), имеем tg2 x0 + ctg2 x0 
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 2.

Так как выражение cos2
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 2. 

Следовательно, числовое равенство (5.1) справедливо лишь тогда, когда и правая, и левая его части равны 2. Обе части этого равенства равны 2 только если одновременно tg2 x0 = 1 и cos2
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 = 1. Легко проверить, что эти равенства справедливы одновременно лишь для двух чисел 
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Следовательно, если уравнение (5) имеет корни, то они содержатся среди чисел 
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. Проверка показывает, что оба числа 
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являются корнями уравнения (5), то есть уравнение (5) имеет только два корня 
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.

Ответ. 
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Пример 6. Решим уравнение
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Пусть число x0 есть решение уравнения (6), то есть пусть справедливо числовое равенство:
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(6.1)
Из справедливости числового равенства (6.1) следует, что имеют смысл выражения 
[image: image95.wmf]0

3

cos

3

x

 и 
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. Но тогда должно выполняться равенство 
cos 3x0 = 1, так как в противном случае из равенства (6.1) следовало бы, что справедливо неравенство
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 > 1, то есть что sin x0 > 1, а это невозможно. 

Но если cos 3x0 = 1, то из равенства (6.1) следует, что и sin x0 = 1. Поэтому если число x0 есть решение уравнения (6), то оно удовлетворяет одновременно двум равенствам 


sin x0 = 1 и cos 3x0 = 1.
(6.2)
Равенству sin x0 = 1 удовлетворяют лишь числа x0 = 
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 + 2
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Так как cos 3x0 = cos 
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 = 0, то нет чисел x0 одновременно удовлетворяющих равенствам (6.2).
Следовательно, уравнение (6) не имеет решений.
Ответ. Нет решений.
Пример 7. Решим уравнение



[image: image102.wmf]2

1

+

-

х

x

 – 
[image: image103.wmf]2

1

+

-

х

x

 – 2 = 0.
(7)

Предположим, что число x0 есть корень уравнения (7), то есть предположим, что справедливо числовое равенство
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(7.1)

Из справедливости равенства (7.1) следует, что выражение 
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 определено, а это означает, что оно и неотрицательно. Обозначим t = 
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, тогда получим, что число t 
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 0 и оно является корнем квадратного уравнения 


t2 – t – 2 = 0.
(7.2)

Уравнение (7.2) имеет два корня t1 = 2 и t 2 = –1. Так как нас интересует только t 
[image: image109.wmf]³

 0, то t = 2. Поэтому справедливо числовое равенство 
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 = 4, которому удовлетворяет единственное число x0 = –3. 
Следовательно, если уравнение (7) имеет корень, то этим корнем может быть лишь число –3. Проверка показывает, что –3 есть корень уравнения (7).
Ответ. –3.

Особенно эффективен описанный метод «рассуждений с числовыми значениями» при решении одного уравнения с несколькими неизвестными или системы уравнений с несколькими неизвестными, когда число уравнений не совпадает с числом неизвестных. Естественно, что в этом случае решение уравнения или системы возможно лишь тогда, когда удается найти дополнительные ограничения на неизвестные, которые и позволяют решить это уравнение или эту систему уравнений. 

Пример 8. Решим уравнение
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Предположим, что тройка чисел (x0; y0; z0) есть решение уравнения (8), то есть предположим, что справедливо числовое равенство
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Из справедливости равенства (8.1) следует, в частности, что выражения 
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 определены, а это означает, что число x0 удовлетворяет одновременно двум неравенствам 
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 0. Легко проверить, что существует только одно такое число: x0 = 1. Но если x0 = 1, то равенство (8.1) перепишется в виде 
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Так как arctg 1 = 
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 и arcsin а = 
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Так как существуют числа 
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Итак, если уравнение (8) имеет решения, то все они содержатся среди троек чисел 
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 Z. Проверка показывает, что каждая такая тройка удовлетворяет уравнению (8). 

Следовательно, все решения уравнения (8) есть тройки чисел
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Ответ. 
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Пример 9. Решим систему уравнений


[image: image140.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

-

.

0

1

)

cos(

cos

cos

8

z

y

x

y

x

y

x


(9)
Пусть тройка чисел 
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 есть решение системы (9), то есть пусть справедливы равенства
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Применяя формулу 
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 получим, что тогда справедливы и равенства
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Поэтому равенства (9.1) можно переписать в виде 
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А это означает, что рассматриваемая тройка чисел 
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(9.2)


[image: image148.wmf]0

)

sin(

0

0

=

+

y

x

,
(9.3)


[image: image149.wmf]0

0

0

y

x

z

+

=


(9.4)
Из равенства (9.3) получаем, что числа x0 и y0 удовлетворяют условию 
x0 + y0 = 
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Поэтому равенство (9.2) означает, что 
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Подставляя эти значения x0 в равенство y0 = 
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, а затем в равенство (9.4), получим, что любое решение системы уравнений (9) содержится или среди троек чисел
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или среди троек чисел
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Проверка показывает, что все эти числа удовлетворяют уравнению (9). Следовательно, все они являются его решениями.

Ответ. 
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Отметим, что описанный в этой статье способ решения уравнений и систем изложен в учебнике для 11 класса «Алгебра и начала анализа» серии «МГУ — школе» (Просвещение, 2002-2016 гг., авторы С.М. Никольский, М.К. Потапов, Н.Н. Решетников, А.В. Шевкин). В этом учебнике рассуждения с числовыми значениями используется еще и для доказательства равносильности уравнений, неравенств, систем и пр. 
Отметим также, что описанным выше способом часто пользуются, но при этом считают ненужным обозначать решения (x0; y0), а пишут: пусть пара чисел (x; y) есть решение системы… и далее повторяют все те же рассуждения не для чисел x0 и y0, а для чисел x и y. Это, конечно, допустимо, но как показывает опыт, часто приводит к неверным высказываниям в ходе проводимых рассуждений, так как происходит путаница между числами x и y и неизвестными (переменными) x и y.
В данной статье использованы задачи конкурсных экзаменов МГУ, МИСиС и других вузов.
Задания для самостоятельного решения.

1. Решите систему уравнений:
а) 
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2. Решите уравнение: 

а) sin x cos 4x = 1;
б) sin x cos 8x = 1;

в) sin4 2x + 4cos 8x = 5;
г) 2sin8 2x – 5cos7 4x = 7.
Ответы. 1. а) 
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2. а) 
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