5.10.* Неравенства с двумя неизвестными 
Неравенство, обе части которого есть рациональные выражения относительно x и y, называют рациональным неравенством с двумя неизвестными x и y.
Например, x + y > 5 — рациональное неравенство с двумя неизвестными x и y.
Неравенство, обе части которого есть иррациональные выражения относительно x и y, называют иррациональным неравенством с двумя неизвестными x и y.
Например, y >  — иррациональное неравенство с двумя неизвестными x и y.
Пару чисел () называют решением неравенства с двумя неизвестными x и y, если эти числа удовлетворяют этому неравенству, т. е. при подстановке  вместо x и вместо y это неравенство превращается в верное числовое неравенство.
Например, пара чисел (3; 2) является решением неравенства , так как верно числовое неравенство , а пара чисел (4; 3) не является решением этого неравенства, так как неверно числовое неравенство 
Подобно тому как решения уравнения с двумя неизвестными x и y изображают точками (x; y) системы координат xOy, решения неравенства тоже изображают такими точками. Различие заключается в том, что при изображении всех решений уравнения с двумя неизвестными x и y получаются линии: прямые, параболы, гиперболы, окружности и др., а при изображении решений неравенства с двумя неизвестными x и y получаются области, ограниченные такими линиями.
Например, все решения неравенства 
 			(1)
изображаются точками, лежащими внутри окружности с центром (0; 0) и радиусом 5, так как неравенство (1) выражает тот факт, что квадрат расстояния от точки (x; y) до центра окружности меньше 25. На рисунке 1 точки, изображающие решения неравенства (1) выделены цветом, окружность изображена пунктирной линией, чтобы подчеркнуть, что точки окружности не являются изображениями решений этого  неравенства.
Замечание. При изображении точками (x; y) в системе координат xOy решений нестрого неравенства 
 						(2)
границу области следует изображать сплошной линией, так как точки, принадлежащие границе области, изображают пары (x; y) являющиеся решениями неравенства. Например, точка (3; 4), принадлежащая окружности , изображает решение неравенства (2).
Если неравенство с двумя неизвестными x и y имеет вид y ≥ f (x), где f (x) — функция, то все его решения (x; y) удовлетворяют или уравнению y = f (x), или неравенству y > f (x), поэтому они изображают точками, принадлежащими графику этой функции, или точками, лежащими над этим графиком.
[image: ]Если неравенство имеет вид y ≤ f (x), где f (x) — функция, то все его решения (x; y) изображают точками, принадлежащими графику этой функции, или точками, лежащими под этим графиком.
Пример 1. Изобразим в системе координат xOy все решения (x; y) системы:
									(3)
На рисунке 2 цветом выделены точки (x; y), изображающие все решения системы неравенств (3). Точки области одновременно лежат на параболе  и над нею, на прямой  и под нею.
Пример 2. Вычислите площадь фигуры, заданной неравенством
 											(4)
Заметим, что если пара чисел () является решением неравенства (4), то пары чисел (), (), () тоже являются решениями неравенства (4). Поэтому вместе с точкой () области принадлежат точки, симметричные ей относительно осей и начала системы координат  xOy. 
Построим сначала часть области для точек () из первой четверти, то есть для . На рисунке 3, а эти точки лежат на прямой  и под этой прямой. 
Затем дополним рисунок точками области из четвертей II – IV (рис. 3, б), получим область, ограниченную прямыми: , ,  и 
. Область является квадратом со стороной , площадь квадрата равна 32.
Ответ. 32.
Пример 3. Найдём наименьшее число , такое, что  () является решением системы неравенств 
							(5)
1) Изобразим в системе координат xOy все решения неравенства
 											(6)
[bookmark: _GoBack]Получим точки, лежащие на параболе и выше её.
2) Чтобы изобразить в системе координат xOy все решения неравенства
 									(7)
Рассмотрим функцию x (y), заданную формулой . Получим точки, лежащие на параболе и правее её.
Общие решения неравенств (6) и (7) являются решениями системы (5) (рис. 4). Из точек области, выделенной цветом, наименьшую ординатуимеет точка (4; –2) пересечения парабол, следовательно, наименьшее число  равно –2.
Ответ. –2.
Пример 4. Найдите значение параметра a, при котором прямая y = a(x + 2) + 1 делит пополам площадь фигуры, заданной неравенством 
                           (.                           	     (8) 
Решение. Фигура, состоящая из точек (x; y), координаты которых удовлетворяют неравенству (8) является кругом с центром (4; 4) и радиусом 2. 
Прямая y = a(x + 2) + 1 при любом значении a проходит через точку (–2; 1). Чтобы она делила пополам площадь круга, она должна проходить через его центр, то есть должно выполняться равенство 4 = a(4 + 2) + 1, что возможно лишь при a =  (рис. 5).
Ответ. a = .
В записи неравенств с двумя неизвестными вместо x и y или вместо одной из этих букв иногда используют другие буквы. Рассмотрим задачу, в которой оказалось полезным рассмотреть систему координат xOa.
Пример 5. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система 
                         	(9)
имеет не менее трёх решения (x; a).
Решение. Каждое решение системы (9) будем изображать точкой (x; a) координатной плоскости xOa. 
1) Сначала изобразим все точки, удовлетворяющие уравнению 
		      (10)
Если x ≥ 0, a ≥ 0, то получатся все точки окружности с центром (1; 1) и радиусом 1.
Если пара чисел () является решением уравнения (10), то пары чисел (), (), () тоже являются решениями уравнения (10), поэтому все решения () уравнения (10) изобразим четырьмя окружностями радиуса 1, касающимися осей координат (рис. 6). 
2) Отберём из точек четырёх окружностей такие, которые изображают решения неравенства 
										(11)
Если a = 0, то неравенство (11) выполняется для любых пар чисел (x; 0). Окружностям принадлежат лишь точки (–1; 0), (1; 0).
Для каждого a > 0 неравенство (11) равносильно неравенству , т. е. неравенство (11) справедливо лишь для тех пар чисел (x; a), для которых точки 
(x; a) лежат на окружности π с центром (0; 0) и радиусом 1 и вне её. 
Таким образом, все решения (x; a) системы в случаях a = 0 и a > 0 изображаются точками (x; a), лежащими одновременно на двух верхних окружностях, на окружности π и вне её. На рисунке 7 эти точки выделены жирной линией. 
Аналогично рассуждая для a < 0, получим все точки (x; a), лежащие одновременно на двух нижних окружностях, на окружности π и её. На рисунке 7 эти точки также выделены жирной линией. Для большей наглядности остальные части четырёх окружностей и окружность π показаны пунктиром.
Таким образом, все решения (x; a) системы (9) изображены точками фигуры, выделенной жирной линией на рисунке 7.
Система (9) имеет решения для каждого числа a из промежутка –1  a  2, причём не менее трёх решений она имеет для 1  a < 2.
Ответ. 1  a < 2.

1. Изобразим в системе координат xOy все решения (x; y) неравенства:
а) y ; 		б) y ;		в) x ; 		г) x ;
д) ; 		е) ;		ж) ;		з) .
2. Вычислите площадь фигуры, заданной неравенством:
а) ; 		б) ;		
в);	г) (.   
Ответ. 2. а) 18; б) 50; в) 8; г) 2017π. 
3. Найдём наибольшее число , такое, что  () является решением системы неравенств 
Ответ. 3. 5. 
4. Найдите значение параметра a, при котором прямая y = a(x – 1) – 6 делит пополам периметр фигуры, заданной неравенством: 
а) ;                         б) . 
Ответ. 4. а) –2; б) . 
5. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых неравенство  (: 
а) имеет решение (), такое, что .
б) не имеет решений (), таких, что .
Ответ. 4. а) –1  a  4; б) a < 0 или a > 5.  
6. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система неравенств   имеет ровно 4 решения
Ответ. 6. a = , a = . 
7. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система 

имеет ровно три решения (x; a).
8. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система  
				    (*)
имеет не менее двух решений (x; a).
9. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система (*) имеет ровно два решения (x; a). 
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