 Надо ли искать ОДЗ и делать проверку корней уравнения?

М.К. Потапов, А.В. Шевкин (Москва)

Многочисленные журнальные публикации, а также вопросы учителей о способах оформления «медаль​ных» работ показывают, что в обсуждении вопроса о решении уравнений имеется большая путаница.

В школьной практике решения уравнений имеются не всегда оправданные традиции, которые давно пора пересмотреть. Покажем это на примере.

В очень высоком собрании один преподаватель вуза привел пример решения уравнения его внуком:

2х – 3 = 5

2х = 5 + 3
2х = 8

х = 8:2 = 4

Ответ: х = 4.

За это решение учительница поставила единицу, так как обнаружила в нем целых четыре (!) ошибки: нет запятых между уравнениями, два уравнения записаны в одной строке, два знака равенства записаны в одной строке, ответ записан в виде уравнения.

Мы не стали бы снижать за это решение отметку, а ошибки записи верного решения терпеливо исправ​ляли бы. Отметим, что запись ответа в виде х = 4 в школе считается ошибкой, так как когда-то, опираясь на теоретико-множественный подход, требовали писать в ответе множество корней уравнения — в нашем примере даже не 4, а {4}. Теоретико-множест​венный подход в школе отменили (правда, с 2015 г. он опять возрождается принятой Программой по математике), а категоричное требование к записи ответа при решении уравнения осталось. Между тем в экзаменационных сборниках ведущих вузов страны записи ответа типа х = 4 встречаются очень часто. Так не настало ли время снять несущественные требования к записи ответа школьниками?

Приведенный пример показывает, что даже в простом примере, рассмотренном выше, школьная практика следует традиции, не замечая, что катего​ричность традиционных требований стала уже нера​зумной.

Еще больше вопросов и споров возникает вокруг так называемой ОДЗ уравнения. Происходит это, на наш взгляд, потому, что обсуждаются второстепен​ные вопросы: надо ли искать ОДЗ? нужна ли прове​рка? и т. п., и совершенно в стороне остается глав​ный вопрос: а как же правильно решать уравнение?

Ниже приводятся общие (хорошо известные) методы решения уравнений и при их обсуждении попутно даются ответы на эти второстепенные вопросы.

Все уравнения можно условно разделить на прос​тейшие, средней сложности, большой сложности. 

Для решения простейших уравнений надо только твердо знать формулы, задающие их корни. 

Для решения уравнений средней сложности надо преобразовать каждое из них так, чтобы оно свелось к одному или нескольким простейшим.

Для решения уравнений большой сложности надо уметь и преобразовывать их, и решать простейшие уравнения, и применять специальные приемы решения.

Ниже речь пойдет об уравнениях средней слож​ности. При этом мы сознательно ограничимся урав​нениями только следующих типов:
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log a  f (x) = log a g (x), где a > 0, а ≠ 1,
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(V)

log a f (x) + log a g (x) = h (x), где a > 0, а ≠ 1,
(VI)
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Для каждого из этих уравнений существует свой способ преобразования уравнения. 

а) Для уравнения (I) — возведение уравнения в квадрат, т. е. замена его уравнением f (x) = g2 (x).

б) Для уравнения (II) — потенцирование уравне​ния, т. е. замена его уравнением f (x) = g (x).

в) Для уравнения (III) — приведение подобных, т. е. замена разности 
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г) Для уравнения (IV) — освобождение уравнения от знаменателя, т. е. замена его уравнением
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д) Для уравнения (V) — применение формулы 
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, т. е. замена его уравнением 
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е) Для уравнения (VI) — применение формулы log a b + log a c = log a (bc), т. е. замена его уравнением 
log a  (f (x) g (x)) = h (x).

ж) Для уравнения (VII) — применение формулы 
[image: image12.wmf]b
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 = b, т. е. замена его уравнением f (x) = g (x).

Конечно, количество преобразований уравнений можно существенно расширить, но здесь мы ограничимся только этими.

Очевидность написанного выше не вызывает сомнений. Вероятнее всего, что каждый, кто будет решать конкретное уравнение типа (I) – (VII), применит к нему указанное выше преобразование. Но надо четко представлять, что существуют только три способа применения указанных преобразований:

· переход к уравнению-следствию,

· переход к системе (уравнения и неравенств), равносильной исходному уравнению.

· переход к уравнению, равносильному на некото​ром множестве исходному уравнению,

Практически каждое уравнение (I) – (VII) можно решать любым из этих трех способов. Далее мы при​ведем примеры решения уравнений этими способами, а затем обсудим ситуации, в которых приме​нение того или иного способа предпочтительнее. 

Начнем с примеров решения уравнений переходом к уравнению-следствию.

Переход к уравнению-следствию

Напомним, что следствием уравнения 

f (x) = g (x)
(А)

называют такое уравнение 
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множество всех корней которого содержит множество всех корней уравнения (Б) и возможно еще такие числа, которые не являются корнями уравнения (А). Поэтому при переходе от уравнения (А) к его след​ствию (Б) обязательным элементом решения является проверка корней уравнения (Б), т. е. отбор из них тех, которые являются корнями уравнения (А). 

Отметим, что каждое из перечисленных выше преобразований уравнений (I) – (VII) приводит к уравнению-следствию.

Пример 1. Решим уравнение
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(1)

Возведя уравнение (1) в квадрат, получим уравне​ние 

3х + 7 = (х + 1)2,
(1′)

являющееся следствием уравнения (1). Уравнение (1′) имеет два корня х1 = 3 и х2 = –2.

Проверим, являются ли эти числа корнями урав​нения (1). Подставляя каждое из них в левую и правую части уравнения (1), получим:
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Это означает, что число х1 является корнем урав​нения (1), а число х2 — нет. Следовательно, уравнение (1) имеет единственный корень х1.


Ответ: 3.

Пример 2. Решим уравнение

lg (x5 + x2 – 4) = lg (x5 + 4x – 7).
(2)

Потенцируя уравнение (2), получим уравнение 

x5 + x2 – 4 = x5 + 4x – 7,
(2′)

являющееся следствием уравнения (2). Уравнение (2′) имеет два корня х1 = 3 и х2 = 1.

Проверка показывает, что число х1 является корнем уравнения (2). Так как 
[image: image20.wmf]4
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 = –2 < 0, а логарифм отрицательного числа не существует, то число х2 не является корнем уравнения (2). Следовательно, уравнение (2) имеет единственный корень х1.


Ответ: 3.

Пример 3. Решим уравнение

x2 – 6x + 
[image: image21.wmf]3
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(3)

Перенося все члены уравнения (3) в одну сторону, приводя подобные, получим уравнение 


x2 – 6x + 8 = 0,
(3′)

являющееся следствием уравнения (3). Уравнение (3′) имеет два корня х1 = 4 и х2 = 2.

Проверка показывает, что число х1 является корнем уравнения (3), а число х2 — нет, так как х2 – 3 = –1 < 0, а под знаком корня должно быть неотрицательное число. Следовательно, уравнение (3) имеет единствен​ный корень х1.


Ответ: 4.
Пример 4. Решим уравнение



[image: image23.wmf]7

6

)

7

(

2

2

-

-

-

х

х

х

 = 1.
(4)

Освобождаясь в уравнении (4) от знаменателя, получим уравнение 


2(x – 7) = x2 – 6x – 7,
(4′)

являющееся следствием уравнения (4). Уравнение (4′) имеет два корня х1 = 1 и х2 = 7.

Проверка показывает, что число х1 является корнем уравнения (4), а число х2 — нет, так как 
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 = 0, а делить на нуль нельзя. Следовательно, уравнение (4) имеет единственный корень х1.


Ответ: 1.

Пример 5. Решим уравнение
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Применяя формулу 
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являющееся следствием уравнения (5). Уравнение (5′) имеет два корня х1 = 6 и х2 = 1.

Проверка показывает, что число х1 является корнем уравнения (5), а число х2 — нет, так как х2 – 2 = –1 < 0, а под знаком корня должно быть неотрицательное число. Следовательно, уравнение (5) имеет единствен​ный корень х1.


Ответ: 6.

Пример 6. Решим уравнение


log 2 (x – 1) + log 2 (x + 1) = 3.
(6)

Применяя формулу log 2 а + log 2 b = log 2 (аb), полу​чим уравнение 


log 2 (x2 – 1) = 3,
(6′)

являющееся следствием уравнения (6). Уравнение (6′) имеет два корня х1 = 3 и х2 = –3.

Проверка показывает, что число х1 является корнем уравнения (6), а число х2 — нет, так как х2 – 1 = –4 < 0, а логарифм отрицательного числа не существует. Следовательно, уравнение (6) имеет единственный корень х1.


Ответ: 3.

Пример 7. Решим уравнение


10lg х  = x2 – 6.
(7)

Применяя формулу 
[image: image28.wmf]b
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 = b, получим уравнение 


x = x2 – 6,
(7′)

являющееся следствием уравнения (7). Уравнение (7′) имеет два корня х1 = 3 и х2 = –2.

Проверка показывает, что число х1 является корнем уравнения (7), а число х2 — нет, так как х2 < 0, а логарифм отрицательного числа не существует. Следовательно, уравнение (7) имеет единственный корень х1.


Ответ: 3.

Подводя итог, можно сказать, что при переходе к уравнению-следствию (не важно, какое преобразо​вание при этом проводилось) не надо искать ОДЗ, но надо знать, что проверка найденных корней является обязательным элементом решения урав​нения.
Обратим также внимание на то, что применение формул 
log a b + log a c = log a (bc) и 
[image: image29.wmf]ab
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 «слева направо» приводит к уравнению-следствию, а приме​нение тех же формул «справа налево» может привести к потере корней исходного уравнения, и поэтому недопустимо.

Переход к уравнению, равносильному на некотором множестве исходному уравнению

Каждое из преобразований а) – ж) приводит к уравнению, равносильному на некотором множестве М исходному уравнению. При этом для каждого преобразование это множество отыскивается своим способом, определяемым именно этим преобразова​нием. 

Сформулируем необходимые утверждения о равносильности уравнений на множестве.

Уравнение 
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 = g (x) равносильно уравнению f (x) = g2 (x) на множестве М тех х, для каждого из которых обе части исходного уравнения определены и неотрицательны.

Уравнение log a f (x) = log a g (x) (a > 0, а ≠ 1) равносильно уравнению f (x) = g (x) на множестве М тех х, для каждого из которых обе части исходного уравнения определены.

Уравнение f (x) + 
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 равносиль​но уравнению f (x) = g (x) на множестве М тех х, для каждого из которых определена функция 
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[image: image34.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

x

x

x

x

y

f

g

f

=

 равносильно уравнению 
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 на множестве М тех х, для каждого из которых не обращается в нуль ни функция 
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf])
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 = h (x) равносильно уравнению 
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 = h (x) на множестве М тех х, для каждого из которых обе функции f (x) и g (x) неотрицательны.

Уравнение log a f (x) + log a g (x) = h (x) (a > 0, а ≠ 1) равносильно уравнению log a (f (x) g (x)) = h (x) на мно​жестве М тех х, для каждого из которых обе функции f (x) и g (x) положительны.

Уравнение 
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 = g (x), где a > 0, а ≠ 1, равно​сильно уравнению f (x) = g (x) на множестве М тех х, для каждого из которых функция f (x) положительна.

Пример 8. Решим уравнение


6
[image: image42.wmf]1
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x

 = 3х + 1.
(8)

Обе части уравнения (8) определены и неотрица​тельны на множестве М тех х, для каждого из которых одновременно выполняются неравенства х + 1 ( 0 и 3х + 1 ( 0, т. е. 
М = [–
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. На множестве М уравнение (8) равносильно уравнению 


36(х + 1) = (3х + 1)2,
(8′)

имеющему два корня х1 = 
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 М и х2 
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 М, то уравнение (8′) имеет на множестве М единственный корень х1. Он и является единственным корнем уравнения (8).

Ответ: 
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Пример 9. Решим уравнение


lg (1 – x2) = lg 6x.
(9)

Обе части уравнения (9) определены на множестве М тех х, для каждого из которых одновременно выполняются неравенства 1 – x2 > 0 и 6х > 0, т. е. М = (0; 1). На множестве М уравнение (9) равносильно уравнению 


1 – x2 = 6x,
(9′)

имеющему два корня х1 = –3 + 
[image: image49.wmf]10

 и х2 = –3 – 
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. Так как 
х1 
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 М и х2 
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 М, то уравнение (9′) имеет на множестве М единственный корень х1. Он и является единственным корнем уравнения (9).

Ответ: –3 + 
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Пример 10. Решим уравнение


tg x + log2 x = 1 + log2 x.
(10)

Функция log2 x определена на множестве М = (0; +
[image: image54.wmf]¥

). На множестве М уравнение (10) равносильно уравнению 


tg x = 1,
(10′)

имеющему серию решений хk = 
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 М только для всех k ( 0. Поэтому уравнение (10′) имеет на множестве М серию решений хk = 
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k, k = 0, 1, 2, … . Эти решения (и только они) являются решениями уравнения (10).

Ответ: 
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Пример 11. Решим уравнение
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На множестве М всех х ≠ 1 уравнение (11) равносильно уравнению 
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имеющему серию решений хk = 1 + 3k, k 
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 Z. Ясно, что хk 
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 М только для k ≠ 0. Поэтому уравнение (11′) имеет на множестве М серию решений хk = 1 + 3k, k 
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 Z, k ≠ 0. Эти решения (и только они) являются решениями уравнения (11).

Ответ: 1 + 3k, k 
[image: image70.wmf]Î

 Z, k ≠ 0.

Пример 12. Решим уравнение



[image: image71.wmf]4
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x

 = 3.
(12)

Так как на множестве М = [4; +
[image: image72.wmf]¥

) обе функции у = 
[image: image73.wmf]4
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x

 и 
у = 
[image: image74.wmf]4

+

x

 неотрицательны, то уравнение (12) равносильно на множестве М уравнению 



[image: image75.wmf]16
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(12′)

имеющему два корня х1 = 5 и х2 = –5. Так как х1 
[image: image76.wmf]Î

 М, а х2 
[image: image77.wmf]Ï

 М, то уравнение (12′) имеет на множестве М единственный корень х1. Он и является единственным корнем уравнения (12).

Ответ: 5.

Пример 13. Решим уравнение


log 2 (x – 1) + log 2 (x – 2) = 1.
(13)

Так как на множестве М = (2; +
[image: image78.wmf]¥

) обе функции у = x – 1 и 
у = x – 2 положительны, то уравнение (13) равносильно на множестве М уравнению


log 2 ((x – 1)(x – 2)) = 1,
(13′)

имеющему два корня х1 = 3 и х2 = 0. Так как х1 
[image: image79.wmf]Î

 М, а х2 
[image: image80.wmf]Ï

 М, то уравнение (13′) имеет на множестве М единственный корень х1. Он и является единственным корнем уравнения (13).

Ответ: 3.

Пример 14. Решим уравнение


10lg (х + 1)  = x + ctg x.
(14)

Так как на множестве М = (–1; +
[image: image81.wmf]¥

) функция у = x + 1 положительна, то уравнение (14) равносильно на множестве М уравнению


ctg x = 1,
(14′)

имеющему серию решений хk = 
[image: image82.wmf]4

p

 + 
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k, k 
[image: image84.wmf]Î

 Z. Ясно, что хk 
[image: image85.wmf]Î

 М только для всех k ( 0. Поэтому уравнение (14′) имеет на множестве М серию реше​ний хk = 
[image: image86.wmf]4

p

 + 
[image: image87.wmf]π

k, k = 0, 1, 2, … . Эти решения (и только они) являются решениями уравнения (14).

Ответ: 
[image: image88.wmf]4

p

 + 
[image: image89.wmf]π

k, k = 0, 1, 2, … .

Подводя итог, можно сказать, что при переходе к уравнению, равносильному исходному на некотором множестве М, проверка найденных корней подстановкой их в исходное уравнение не является обязательным элементом решения, но надо обязательно отобрать из всех полученных корней те, которые принадлежат множеству М. 

Также очевидно, что можно не искать ОДЗ уравнения, надо лишь найти то множество М значений неизвестной х, на котором применяемое преобразова​ние приводит к уравнению, равносильному на этом множестве исходному уравнению. 

Отметим, что множество М может: 
а) совпадать с ОДЗ уравнения (как в примерах 9, 12 и 13), 
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